L'instabilité elliptique dans les enveloppes fluides des planètes et des étoiles by CEBRON, David et al.
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
L’instabilite´ elliptique dans les enveloppes fluides des
plane`tes et des e´toiles
D. Ce´brona, M. Le Barsb, P. Le Galb
a. ETH Zu¨rich, Institut fur Geophysik, Sonneggstrasse 5, CH8092 Zu¨rich, Switzerland
b. Institut de Recherche sur les Phe´nome`nes Hors E´quilibre, CNRS/Universite´s Aix-Marseille,
49, rue F. Joliot-Curie, BP 146, F-13384 Marseille cedex 13, France
Re´sume´ :
L’instabilite´ elliptique peut apparaˆıtre de`s qu’un e´coulement pre´sente des lignes de courant elliptiques,
ce qui en fait une instabilite´ ge´ne´rique des fluides tournants. Si sa pertinence en ae´ronautique ne laisse
plus de doute, sa prise en compte dans l’e´tude des e´coulements ge´o- et astrophysiques pose de nom-
breuses questions qui constituent la motivation principale du travail de the`se the´orique, nume´rique
et expe´rimental de [2]. Apre`s avoir rappele´ la proble´matique en jeu, nous reprenons ici quelques
points importants de ce travail. Tout d’abord, nous conside´rons les diffe´rents e´coulements de base de
la litte´rature, ainsi que leur stabilite´. A` travers quelques exemples et re´sultats ine´dits, nous pre´sentons
ensuite des cas de complexite´s pre´sentes dans un contexte plane´taire.
Abstract :
The elliptical instability is a generic instability which takes place in any rotating fluid whose streamlines
are (even slightly) elliptically deformed. Its presence in an aeronautical context is well established, but
its existence in geo- or astrophysical large scale flows raises many issues. This is the starting point
of the theoretical, numerical and experimental PhD work performed by [2]. Having first remind the
general context and the associated issues, we present here several important points of this work. First,
we consider different basic flows of the literature and their stability. Via several exemples and new
results, we then introduce typical geometrical complexities present in a planetary context.
Mots clefs : Instabilite´ elliptique ; mare´es ; ellipso¨ıdes
1 Introduction
Un simple fluide en rotation au sein d’un conteneur ellipso¨ıdal est susceptible de se de´stabiliser
comple`tement par excitation d’une instabilite´ dite elliptique : l’e´coulement devient alors complexe
et tridimensionnel. Les forces de mare´es de´formant l’ensemble des enveloppes d’un astre (atmosphe`re,
oce´an, manteau, noyau d’une plane`te, zones convectives et radiatives d’une e´toile, etc.) et leur don-
nant une forme ellipso¨ıdale, il a e´te´ sugge´re´ que l’instabilite´ elliptique puisse apparaˆıtre au sein
des enveloppes fluides de certaines plane`tes. Une telle apparition aurait de multiples re´percussions
ge´ophysiques pour l’astre en question. Par exemple, l’e´coulement, profonde´ment modifie´ par l’instabi-
lite´, n’e´vacuerait pas la chaleur avec la meˆme efficacite´, ce qui est primordial dans le cas de l’interface
noyau liquide - manteau. Par ailleurs, dans le cas d’un fluide conducteur, l’apparition de l’instabilite´
a un effet direct sur le champ magne´tique. Enfin, la dissipation accrue dans la couche fluide, lie´e a` la
pre´sence de l’instabilite´, doit eˆtre prise en compte dans l’e´volution orbitale de l’astre. Son apparition au
sein d’e´toiles doubles permettrait par exemple d’acce´le`rer leur synchronisation. Ces quelques exemples
montrent que les conse´quences de l’instabilite´ elliptique peuvent eˆtre importantes, et il importe donc
de correctement la caracte´riser dans un contexte plane´taire.
Si l’excitation de l’instabilite´ elliptique par les forces de mare´es au sein des e´coulements ge´o et astrophy-
siques a e´te´ sugge´re´e tre`s toˆt [13], sa pre´sence dans un tel contexte soule`ve un certain nombre de ques-
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tions. En effet, les e´coulements d’e´chelle plane´taire impliquent de nombreuses complexite´s susceptibles
d’empeˆcher la croissance d’une instabilite´. Ainsi, outre les particularite´s ge´ome´triques et cine´matiques
de tels e´coulements, des forc¸ages me´caniques tels que la pre´cession ou la libration interfe`rent avec le
forc¸age de mare´es. Par ailleurs, des ingre´dients physiques supple´mentaires sont a` prendre en compte
comme la pre´sence d’un champ de tempe´rature et donc e´ventuellement d’e´coulements convectifs ou la
pre´sence d’un champ magne´tique externe. Le travail de the`se de D. Ce´bron [2] apporte des e´le´ments de
re´ponses a` ces questions par des e´tudes the´oriques, nume´riques et expe´rimentales, confirmant la perti-
nence de l’instabilite´ elliptique dans un contexte naturel. Nous nous proposons ici de re´sumer quelques
aspects importants de ce travail, tout en pre´sentant quelques re´sultats nouveaux. Ainsi, en section 2,
l’e´coulement de base de l’instabilite´ elliptique et sa stabilite´ sont rappele´s en reproduisant et comparant
les travaux de la litte´rature. Puis, en section 3, les complexite´s ge´ome´triques et cine´matiques pre´sentes
dans un contexte plane´taire sont e´voque´es, et des re´sultats ine´dits sont pre´sente´s sur l’influence de
l’aplatissement polaire (section 3.1) ou la pre´sence d’une graine interne solide (section 3.2).
2 De´formations de mare´s : stabilite´ de l’e´coulement
Conside´rons un syste`me binaire, par exemple forme´ d’une plane`te et de sa lune. Chacun des corps
exerce sur l’autre un champ gravitationnel dont re´sultent des forces de mare´es qui de´forment l’ensemble
de leurs couches : c’est la de´formation de mare´es. Ainsi, notre Lune de´forme la crouˆte terrestre deux
fois par jour avec une amplitude de l’ordre de 50 cm. En premie`re approximation, la de´formation
de mare´es de´forme les coupes normales a` l’axe de rotation en des ellipses. Une couche fluide interne
adjacente a` une paroi solide, telle que par exemple la couche fluide du noyau terrestre a` la frontie`re
noyau-manteau, est donc force´e de suivre une ellipse a` vitesse constante. Dans l’inte´rieur fluide, les
lignes de courant sont donc elliptiques et le champ de vitesses associe´ a` un tel e´coulement s’e´crit de
fac¸on exacte :
ub = −a
b
y ex +
b
a
x ey , (1)
avec (a, b) les demi-axes des ellipses. Cet e´coulement, solution exacte des e´quations de Navier-Stokes,
est l’e´coulement conside´re´ par [6] ou [9] en ge´ome´trie ellipso¨ıdale. Par ailleurs, lorsque l’instabilite´
elliptique est e´tudie´e en milieu infini, [12] ou [9] privile´gient l’e´coulement suivant e´crit sous forme de
fonction de courant Ψ en coordonne´es polaires 1 :
Ψ = −r
2
2
+ β
r2
2
cos 2θ , (2)
avec l’ellipticite´ β = |a2 − b2|/(a2 + b2). Le champ de vitesse associe´ a` la fonction de courant (2) est
donc
ub = −(1 + β) y ex + (1− β) x ey. (3)
Le lien entre les expressions (1) et (3) est le suivant. En de´finissant (a, b) = (
√
1 + β,
√
1− β), les
e´coulements (1) et (3) sont alors e´quivalents a` l’e´chelle de temps pre`s (e.g. [1] ou [9]) : le facteur
multiplicatif
√
1− β2 ne´cessaire pour passer de (1) a` (3) revient a` passer de l’e´chelle de temps Ω−1 a`
l’e´chelle de temps (
√
1− β2 Ω)−1. L’interpre´tation physique est la suivante : cette nouvelle e´chelle de
temps permet d’obtenir un e´coulement qui disparaˆıt lorsque β → 1, au contraire de l’e´coulement (1)
qui tend vers un e´coulement de Couette plan lorsque β → 1.
Waleffe [15] obtient en 1990 le taux de croissance σ de cette perturbation dans la limite des petites
ellipticite´s : σ = 9β/16, en accord avec l’analyse de Floquet de [1]. Nous avons mene´ a` nouveau l’analyse
de´crite par [1], et les re´sultats sont repre´sente´s en figure 1, montrant que la pente de 9/16 a` l’origine est
une bonne approximation jusqu’a` des ellipticite´s relativement e´leve´es. Notons un maximum σ ≈ 0.354,
1. avec par de´finition (ur = r
−1 ∂θΨ, uθ = −∂rΨ)
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Figure 1 – Taux de croissance σ de l’instabilite´ elliptique en fonction de la de´formation β des lignes
de courant. (a) Ligne continue : analyse de Floquet de l’e´coulement (3), pertinent en ge´ome´trie cy-
lindrique. Les simulations nume´riques spectrales (ronds) de [14] sont en accord raisonnable avec la
the´orie, avec cependant des valeurs le´ge`rement mais clairement infe´rieures (probablement du fait des
contraintes de conditions aux limites des simulations [1]). La ligne interrompue correspond au σ de
l’e´coulement (1) au sein d’un ellipso¨ıde avec l’aplatissement optimal c =
√
ab = (1−β2)1/4 et un facteur
multiplicatif supple´mentaire
√
1− β2 pour que les e´chelles de temps soient les meˆmes. (b) Simulations
nume´riques de l’instabilite´ elliptique au sein d’un ellipso¨ıde triaxial de rayon polaire c =
√
ab, pour
diffe´rentes viscosite´s adimensionnelles E = ν Ω−1R−2 (aussi appele´es nombres d’Ekman). L’ellipti-
cite´ critique βc (au-dessus de laquelle une instabilite´ elliptique est excite´e) est obtenue par re´gression
line´aire, et elle apparaˆıt eˆtre e´gale ici a` βc ≈ 5
√
E.
obtenu pour β ≈ 0.81. Dans le cas particulier de l’e´coulement (1) e´tabli au sein d’un ellipso¨ıde, le taux
de croissance de petites rotations solides perturbatives (mode de spinover) est donne´ par
σ =
√
(b2 − c2)(c2 − a2)
(b2 + c2)(a2 + c2)
, (4)
nul pour a = c ou a = b (i.e. pour un sphe´ro¨ıde). Cette expression admet un maximum σmax =
(b − a)/(a + b) pour c = √ab = (1 − β2)1/4. Pour cet aplatissement optimal, la figure 1 montre que
σ a la meˆme allure que le taux de croissance donne´ par l’analyse de Floquet pour un e´coulement
non-confine´. Le cas limite β → 0 pour cet aplatissement optimal vaut
σ =
β
2
− β
3
8
+O(β4) (5)
ce qui donne bien une pente a` l’origine le´ge`rement infe´rieure a` 9/16. La figure 1 montre qu’un maximum
σ ≈ 0.3 est e´galement obtenu pour β = [1/2 · (√5 − 1)]1/2 ≈ 0.786. Notons qu’en figure 1a, il
faudrait davantage de simulations pour savoir si le mode`le nume´rique de Pierrehumbert [14] reproduit le
maximum, mais la figure 1b montre clairement que nos simulations nume´riques confirment ce maximum
au sein d’un ellipso¨ıde triaxial lorsque β varie.
3 Complexite´s ge´ome´triques et cine´matiques
L’e´tude de l’instabilite´ elliptique en ge´ome´trie ellipso¨ıdale pose des difficulte´s, aussi bien d’un point
de vue expe´rimental ou` des conteneurs tre`s de´formables ont duˆ eˆtre utilise´s [10], que d’un point
de vue nume´rique ou` des ge´ome´tries non-axisyme´triques doivent eˆtre conside´re´es. Utilisant un code
e´le´ments finis, [2] pre´sente les premie`res simulations nume´riques de l’instabilite´ elliptique en ge´ome´trie
ellipso¨ıdale. Des complexite´s ge´ome´triques (aplatissement plane´taire, pre´sence d’une graine interne
solide) et cine´matiques (mouvement orbital) ont e´te´ progressivement inclues dans ces simulations,
et leurs influences sur l’instabilite´ elliptique ont e´te´ quantifie´es. Des lois d’e´chelles sur l’amplitude
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(a) (b)
Figure 2 – Simulations nume´riques de l’instabilite´ elliptique en ge´ome´trie ellipso¨ıdale (a` l’aide de
la me´thode des e´le´ments finis, voir [2]). Visualisations des champs de vitesses de diffe´rents modes de
l’instabilite´ elliptique (parame`tres : E = 1/700, β = 0.317). (a) Coupe e´quatoriale du champ de vitesse
||u|| et iso-surface ||u|| = 0.22 pour le mode (1,3) (c/b = 0.65). (b) Coupe e´quatoriale du champ de
vitesse ||u|| et iso-surface ||u|| = 0.18 pour le mode (0,2) (c/b = 1.1).
de l’e´coulement ge´ne´re´ et sur la puissance dissipe´e par l’instabilite´ ont e´galement e´te´ obtenues et
confirme´es par des simulations nume´riques base´es sur la me´thode des e´le´ments finis [voir 3, pour plus
de de´tails]. De telles lois d’e´chelles sont primordiales car les re´gimes de parame`tres des e´coulements
naturels sont actuellement inaccessibles aux expe´riences et aux simulations nume´riques, et les re´sultats
peuvent ainsi eˆtre extrapole´s. Ici, nous pre´sentons des exemples de ce type d’e´tude avec des re´sultats
ine´dits sur l’influence de l’aplatissement polaire ou d’une graine interne.
3.1 Influence de l’aplatissement sur l’amplitude de l’e´coulement
Dans cette section, nous supposons que l’un des axes principaux de l’ellipso¨ıde est aligne´ avec l’axe de
rotation ez, i.e. aligne´ avec l’axe Oz, et nous nous inte´ressons a` l’influence de sa longueur c. Cet axe
est appele´ axe polaire et les deux autres axes principaux de l’ellipso¨ıde sont dits e´quatoriaux (le grand
axe e´quatorial, de longueur a =
√
1 + β, est aligne´ avec ex, et le petit axe e´quatorial, de longueur
b =
√
1− β, est aligne´ avec ey).
Lorsque la longueur de l’axe polaire varie, des modes diffe´rents peuvent eˆtre excite´s. Ainsi, lorsque
l’axe polaire est le plus petit des trois, le mode dit (1,3) peut eˆtre excite´ (fig. 2a), tandis que lorsqu’il
est le plus grand, le mode dit (0,2) peut se de´velopper (fig. 2b). Le cas ou` cet axe est l’axe me´dian
correspond au cas des expe´riences de [10], et le mode de spin-over est alors excite´, mode le plus connu
de l’instabilite´ elliptique. Notons que l’e´coulement ge´ne´re´ par l’instabilite´ elliptique est du meˆme ordre
de grandeur mais ne´anmoins syste´matiquement infe´rieur a` l’e´coulement de base (1) qui lui a donne´
naissance : l’e´coulement est donc domine´ par (1).
L’e´volution de l’amplitude de l’e´coulement ge´ne´re´ par le mode de spinover en fonction de l’aplatis-
sement est donne´e en figure 3a, l’amplitude e´tant de´fini par l’e´cart maximal a` l’e´coulement de base
(1). Il apparaˆıt que l’amplitude est maximale lorsque le taux de croissance (donc l’e´cart au seuil de
l’instabilite´) est maximal.
3.2 Coquille ellipso¨ıdale : influence d’une graine interne sur σ
Dans un contexte plane´taire, une graine interne solide (tournant en meˆme temps que la paroi el-
lipso¨ıdale externe) peut eˆtre pre´sente, comme c’est le cas pour la Terre. Il est alors le´gitime de se
demander quelle est son influence sur l’instabilite´ elliptique. [11] ont e´tudie´ the´oriquement le proble`me
pour une graine interne sphe´rique, et ont compare´ les re´sultats the´oriques a` l’expe´rience pour un rap-
port d’aspect de la coquille η = 0.3 (η e´tant ainsi le rapport du rayon inte´rieur au rayon exte´rieur). Les
modes inertiels dans une telle ge´ome´trie n’e´tant pas connus analytiquement, une analyse globale de
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Figure 3 – (a) Amplitude A de l’instabilite´ elliptique en fonction de l’aplatissement (E = 1/688, β =
0.317), avec a le plus grand des axes e´quatoriaux. (b) E´volution du taux de croissance de l’instabilite´
elliptique avec le rapport d’aspect de la graine interne ellipso¨ıdale pour E = 0.0017.
stabilite´ n’est pas possible. [8] ont montre´ que le terme d’amortissement surfacique du spin-over dans
une coquille sphe´rique est donne´ par −2.62 f(η) √E, avec la correction 2 f(η) = (1 + η4)/(1 − η5),
ce qui donne bien −2.62 √E pour la sphe`re pleine (η = 0). Nous pre´sentons ici l’analogue nume´rique
de l’e´tude de [11], et menons la premie`re e´tude syste´matique du taux de croissance en fonction de η.
Nous choisissons ici de conside´rer une graine ellipso¨ıdale, homothe´tique de la paroi externe, tournant
en meˆme temps que la paroi externe. La figure 3b montre que, meˆme aux fortes ellipticite´s utilise´es
ici, la formule the´orique donne´e par [7] adapte´e au cas de la coquille
σ =
β√
4− β2 − 2.62 f(η)
√
E (6)
est en bon accord avec les simulations nume´riques. Notons que l’e´cart a` la the´orie observe´ aux grands
η est attendu dans la mesure ou` les couches visqueuses des parois internes et externes finissent par
entrer en interaction pour les nombres d’Ekman conside´re´s ici.
4 Conclusions
Outre les complexite´s ge´ome´triques e´voque´es ci-dessus, des complexite´s lie´es a` la pre´sence de champs
thermiques et magne´tiques peuvent aussi exister. En effet, un champ thermique est syste´matiquement
pre´sent dans les e´coulements naturels, et la pre´sence ou l’absence d’une instabilite´ elliptique pourrait
eˆtre assujettie a` son influence. Pour eˆtre le´gitime, l’e´tude de ce point doit conside´rer des e´quipotentielles
gravitationnelles ellipso¨ıdales, ce qui est tre`s difficile a` mettre en place expe´rimentalement. L’outil
nume´rique est donc indispensable dans ce cas, et a e´te´ de´taille´ dans [5]. Cette e´tude nous a permis
de confirmer qu’une instabilite´ elliptique peut se de´velopper aussi bien sur des e´coulements convectifs
que sur des e´coulements stratifie´s stables. Toujours dans l’optique de l’extrapolation aux re´gimes
ge´ophysiques, des lois d’e´chelles sur le transport de chaleur par l’instabilite´ elliptique ont e´te´ obtenues
et valide´es a` l’aide de simulations nume´riques.
La magne´tohydrodynamique de l’instabilite´ elliptique constituait e´galement un aspect important du
travail de the`se [2]. En effet, la capacite´ de l’instabilite´ elliptique a` ge´ne´rer un champ magne´tique par
effet dynamo est extreˆmement difficile a` e´tudier expe´rimentalement, et justifie donc le recours a` l’outil
nume´rique. Les premie`res simulations nume´riques de l’instabilite´ elliptique en ge´ome´trie ellipso¨ıdale
sous un champ magne´tique ont donc e´te´ de´veloppe´es par [4], confirmant des lois d’e´chelles sur l’induc-
tion de l’instabilite´. L’e´tude de la configuration dynamo a aussi e´te´ commence´e, mais aucune dynamo
n’a e´te´ obtenue a` ce jour a` partir de l’e´coulement de l’instabilite´ elliptique. Soulignons toutefois que
2. La diffe´rence entre cette expression et celle de [11] est due au nombre d’Ekman, ici base´ sur le rayon externe et
non sur l’e´paisseur de la coquille.
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les e´coulements conside´re´s restent tre`s laminaires du fait de la puissance de calcul dont nous disposons
et qu’il n’est donc pas du tout exclu que de telles dynamos puissent eˆtre obtenues pour des nombres
de Reynolds magne´tiques plus e´leve´s. En effet, les re´sultats expe´rimentaux (e.g. [10]) montrent qu’a`
haut nombre de Reynolds (loin du seuil de l’instabilite´), les e´coulements excite´s couvrent une gamme
beaucoup plus large d’e´chelles de temps et d’espace, ce qui constitue a priori des e´le´ments favorables
a` l’excitation d’une dynamo.
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